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В настоящей работе исследуется одна задача для линейного нагруженного диф-

ференциального уравнения параболического типа методом прямых, содержащей в гра-
ничном условии интеграл искомой функции. После применения метода прямых, иссле-
дуемая задача сводится к решению задачи Коши для системы линейных обыкновенных 
дифференциальных уравнений первого порядка.  

Дается способ решения полученной новой задачи и исследуется cходимость ре-
шения этой задачи к решению исходной. Найдены условия, при которых решение новой 
задачи сходится к решению исходной задачи и определена скорость сходимости.  

 
Ключевые слова: нагруженные дифференциальные уравнения, метод прямых, 

принцип максимума. 
 

1. Постановка задачи 
 Пусть требуется найти непрерывную в замкнутой области 

{ }TtlxD ≤≤≤≤= 0,0  функцию ),( txuu = , удовлетворяющую уравнению 
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граничным  условиям 

 Tttdxtxutu
l

≤≤== ∫ 0,)(),(,0),0(
0

µ     (1.2) 

и начальному условию 
 .0),()0,( lxxxu ≤≤= ϕ       (1.3) 

Здесь −= mkbba k ,...,2,1,,, действительные числа, ],0(,...,, 21 Tttt m ∈ , 
)(),(),,( xttxf ϕµ - непрерывные функции своих аргументов. Следует от-

метить, что большое число задач естествознания, например, некоторые 
задачи математической физики и биологии, задачи долгосрочного про-
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гнозирования и регулирования грунтовых вод, задачи тепломассоперено-
са с конечной скоростью, движения мало сжимаемой жидкости, окружен-
ной пористой средой и т. д. приводят к подобным задачам. 

 
2. Применение метода прямых 

Пусть 2≥N  - фиксированное натуральное число. Разделим отре-
зок ],0[ l  на N  равных частей и точки деления обозначим через 

.,,...,1,0, lNhNnnhxn ===  Рассмотрев уравнение (1.1) на прямых 
,1,...,2,1, −== Nnxx n
 получим:  
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Отметим, что, если решение ),( txuu =  уравнения (1.1) имеет в об-
ласти { }TtlxD ≤<<<= 0,0  ограниченные частные производные по x  
до четвертого порядка, то 2=α , а если до третьего порядка, то .1=α   

 Применив метод трапеций к интегралу ∫
l

dxtxu
0

),( , второе гранич-

ное условие в (1.2) можем переписать в виде 
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Положив в этом равенстве mtttt ,...,, 21= , с учетом ,0),0(),( 0 == tutxu  
получим m  равенств, сумма которых, предворительно умноженных на  

mbbb ...,,, 21 , соответственно, дает: 
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Складывая все уравнения в (2.1) при 2=α , с учетом равенства 
(2.3), получим: 
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 Из равенства (2.2) следует, что  
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С другой стороны, после элементарных преобразований, получим: 
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 Учитывая равенство (2.5), вместе с последним равенством  в (2.4), 
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 Отбросив в равенствах (2.1) (при 1=α ) и (2.6) слагаемые порядков 
)(hO , и обозначив приближенные значения ),( txu n  через ,,...1,0),( Nntyn =  

приходим к следующей системе обыкновенных дифференциальных урав-
нений первого порядка: 
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Здесь .1,...,2,1),,()( −== Nntxftf nn       
Из первого граничного условия в (1.2) и начального условия (1.3) имеем: 
 ,0,0)(0 Ttty ≤≤=        (2.8) 
 .,...,2,1),()0( Nnxy nn == ϕ       (2.9) 
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3. Решение задачи (2.7)-(2.9) 
 Рассмотрим задачу (2.7)-(2.9) и перепишем ее в следующем мат-
ричном виде: 
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 Решение задачи (3.1)-(3.2) будем искать в виде 
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Здесь )(tz - искомый вектор-функция высоты N , ,...2,1,0,)( =sQ s
k - неиз-

вестные постоянные квадратные матрицы .NN ×  
 Из (3.3) имеем: 
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Подставляя эти выражения )(ty  и  )(ty′  в уравнение  (3.1), после 
элементарных преобразований, имеем: 
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Требуя выполнение условия (3.2), получим: 
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Это условие, очевидно, будет выполняться, если 
 00 )0( αψ =∗z ,  .,...,2,1,0)0( mkQk ==     (3.5) 
 Таким образом, для определения функции )(tz  имеем: 

),()()( tftpztz =+′        (3.6) 

00 )0( αψ =∗z ,        (3.7) 
а матрицы )(s

kQ  в силу соотношений (3.4) и (3.5), определяются равенствами 
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 Решение задачи (3.6)-(3.7) можно найти методом прогонки, пред-
ложенным, например. [1]. В этом варианте метода прогонки перенесенное 
в точку ],0( Tt ∈  условие (3.7) записывается в виде  
 ),()()( ttyt βψ =∗        (3.9) 
где )(tψ - матрица размерности NN × , )(tβ - вектор-столбец высоты N , 
и они определяются как решения задач 
 ( ) 01

=−+′ ∗∗∗−∗ ψψψψψψψ pp ,               (3.10) 

0)0( ψψ = ,         (3.11) 
и 
 ( ) fp ∗−∗∗ =+′ ψβψψψψβ

1 ,              (3.12) 
 0)0( αβ = .                 (3.13) 
 Уравнения (3.10) и (3.12) нелинейные. Но решения последних за-
дач для этих уравнений можно найти с достаточной точностью, разлагая 
их по степеням t  и учитывая при этом справедливость равенства 

00)()( ψψψψ ⋅=⋅ ∗∗ tt . Это равенство с одной стороны упращает вычисления 
коэффициентов разложения по степеням t  решений )(tψ и )(tβ , с другой 
стороны, дает возможность контролировать процесс вычисления. 
 Пусть найдено решение задачи (3.6)-(3.7) и по формулам (3.8) оп-
ределены коэффициенты  разложения  ,...,1,0,)( =sQ s

k  в (3.3). Взяв в ра-
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венстве (3.3) ,,...,2,1, mktt k ==  для нахождения  ,,...,2,1),( mkty k =  получим: 
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 Учитывая эти равенства в (3.3), находим решение задачи (3.1)-(3.2) 
или (2.7)-(2.9), формулой 
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4. Принцип максимума и следствия, полученные из этого принципа 
Теорема 1 (Принцип максимума). Пусть функции ,,...,1,0),( Nntyn =  

удовлетворяют уравнениям (2.7). Пусть выполняются  условия 
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то решение )(tyn , отличное от постоянного, не может принимать наи-
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 Не уменьшая общности можем считать, что Mtyn <− )( 010
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 Пусть Nn << 00 . Рассмотрев уравнение (2.7) при 0nn =  в точке 

0tt = , при наших предположениях имеем: 
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Пусть .0 Nn =  Рассмотрев последнее уравнение в (2.7) в точке 

0tt = , получим: 
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т.е. ,0)( 0 >tf N  что противоречит условию .0)( 0 ≤tf N  
Первая часть теоремы доказана. Аналогичным образом можно до-

казать вторую часть теоремы. 
 Теорема 2. Пусть  правые части уравнений (2.7)  удовлетворяют    
условиям ,,...,2,1),0)((0)( Nntftf nn =≤≥ Tt ≤<0 . Если ,0)0(,0,0)(0 ≥≤≤≥ nyTtty  

,,...,2,1 Nn =  и выполняются   условия  (4.1), то ),0)((0)( ≤≥ tyty nn  ,,...,1,0 Nn =  
Tt ≤≤0 . 

 Следствие. Пусть выполняются условия (4.1). Тогда однородная 
система дифференциальных  уравнений, соответствующая системе (2.7) 
при однородных граничных и начальных условиях имеет только триви-
альное решение 0)( =tyn , .,...,2,1 Nn =  

Теорема 3 (Теорема сравнения). Пусть )(tyn , Nn ,...,2,1= - реше-
ние задачи (2.7)-(2.9), а )(~ tyn , Nn ,...,2,1= - решение задачи, полученной 
при замене в (2.7)-(2.9) функций ),(tf n Nn ,...,2,1=  и )( nxϕ , Nn ,...,2,1= , 

соответственно, на )(~ tf n , Nn ,...,2,1= и )(~
nxϕ , Nn ,...,2,1= . Тогда, если  

выполняются  условия ,0,,...,2,1),(~)( TtNntftf nn ≤<=≤ и  ),(~)( nn xx ϕϕ ≤   
,0),(~)(,,...,2,1 00 TttytyNn ≤≤≤=  то при  выполнении  условий (4.1) 

имеет место неравенство ),(~)( tyty nn ≤   ,,...,2,1 Nn =  Tt ≤≤0 .  
 

5. Сходимость 
Пусть ),( txu n - значение точного решения задачи (1.1)-(1.3) на 

прямой nxx = , )(tyn - решение задачи (2.7)-(2.9). Введем  вспомогатель-
ную функцию 
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,0,0)(0 Tttz ≤≤=        (5.3) 
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если решение ),( txuu =  уравнения (1.1) имеет в области { }TtlxD ≤<<<= 0,0  
ограниченные частные производные до третьего порядка по x  и  ограни-
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где  ( )21 ,max MMM = . 
 Очевидно, что при выполнении условий (4.1) функция ,,...,1,0),(~ Nntzn =  
есть не отрицательная функция. Для этой функции после элементарных 
преобразований, получим: 
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С другой стороны имеем: 
 0)(~

0 ≥tz ,        (5.7) 
 .,...,2,1,0)0(~ Nnzn ==       (5.8) 
 Сравнивая задачу (5.2)-(5.4) с задачей (5.6)-(5.8), в силу теоремы 
сравнения, получим: 
 TtNntztz nn ≤<=≤ 0,,...,2,1),(~)(  
или 
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 .0 Tt ≤<         (5.9) 
Итак, имеет место следующая  
Теорема 4. Пусть коэффициенты b  и  ,,...,2,1, mkbk =  уравнения 
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(1.1) удовлетворяют условиям (4.1). Тогда решение задачи (2.7)-(2.9) схо-
дится к решению задачи (1.1)-(1.3). При этом имеет место оценка (5.9). 
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PARABOLİK TİP XƏTTİ YÜKLƏNMİŞ DİFERENSİAL  

TƏNLİK ÜÇÜN BİR MƏSƏLƏNİN HƏLLİ 
 

Z.F.XANKİŞİYEV 
 

XÜLASƏ 
 

 Məqalədə sərhəd şərtində məchul funksiyanın inteqralını saxlayan xətti yüklənmiş 
parabolik tip diferensial tənlik üçün bir məsələ düz xətlər üsulu ilə tədqiq edilib. Düz xətlər 
üsulunun tətbiqi nəticəsində, məsələ birtərtibli xətti adi diferensial tənliklər sistemi üçün Koşi 
məsələsinə gətirilib. Yeni məsələnin həll alqoritmi verilib və bu məsələnin həllinin ilkin məsə-
lənin həllinə yığılması tədqiq olunub. Müəyyən şərtlər daxilində düz xətlər üsulunun yığılması 
isbat olunub və yığılma sürəti təyin edilib. 
 
 Açar sözlər: yüklənmiş diferensial tənliklər, düz xətlər üsulu, maksimum prinsipi. 

 
SOLUTION OF ONE PROBLEM FOR PARABOLIC TYPE 

 LOADED LINEAR DIFFERENTIAL EQUATION  
 

 Z.F.KHANKISHIYEV 
 

SUMMARY 
 

The paper studies a problem for parabolic type loaded linear differential equation with 
the integral of an unknown function in the boundary condition by the method of straight lines. 
After the application of the method of straight lines, the investtigated problem is reduced to the 
solution of Cauchy problem for the first order system of ordinary differential equations. The 
method of the solution of the obtained new problem is given and convergences of the solution 
of this problem to the solution of the given problem are investigated. Conditions, under which 
the solution of the new problem is reduced to the given problem are found and the convergence 
rate is defined. 

  
Key words: loaded differential equations, method of straight lines, maximum principle 
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